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7. INTEGRALES DE SUPERFICIE

7.4. Teorema de Stokes

Hasta ahora, se han considerado superficies orientables sin borde (esfera, toro, ...) y sin borde
(semiesfera, tridngulo, ...), concepto que ahora se definird con detalle.

Superficies con borde

Una superficie S C R? se dice que es orientada con borde si admite una parametrizacién
® : D — R3 D CR? que es inyectiva en D, y se llama borde de S a la curva 95 = ®(9D).

Si la curva cerrada D C R? se orienta positivamente, y « : [a,b] — R? es una parametrizacién
con esa orientacién, entonces ® o v : [a,b] —> R3 es una parametrizacién del borde 95 que le da
una orientacién positiva o coherente con la de S (dada por el vector normal asociado a ).

Si S es una superficie orientada con borde 05, la orientaciéon del borde coherente con la de la
superficie se puede caracterizar informalmente como aquella en la que : ” Al andar sobre el borde
con el vector normal a la superficie apuntando a la cabeza, la superficie queda a la izquierda”.

Teorema de Stokes

Sea S C R? una superficie parametrizada por ® : D — R3, D C R?, inyectiva en D. Si
F : S — R? es un campo vectorial de clase C', entonces:
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donde la orientacién de 0S es coherente con la de S.

Observaciones

1. El teorema de Stokes afirma que la circulaciéon de un campo vectorial a lo largo del borde de
la superficie S coincide con el flujo de su rotacional a través de S.

2. El teorema de Stokes es cierto para superficies més generales como, por ejemplo, aquellas que
se pueden descomponer en un nimero finito de superficies como la del enunciado.

3. El teorema de Stokes es una generalizacién del Teorema de Green.

4. Cuando se quiere calcular la integral de un campo vectorial F' sobre la superficie S parametri-
zada por ® : D — R3, D C R?, con la orientacién del vector m (que puede o no coincidir
con la orientacion que da a la superficie el vector n asociado a ®: m = £n), se recurre a la
integral de superficie del campo escalar resultante de proyectar F' sobre m:
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1. Comprueba que se verifica el teorema de Stokes para el campo vectorial F(z,y,z) = yi — xj
y la superficie S = {(J;,y,z) syt 2 =9 22> 0}.

Ejemplos

2. Utiliza el teorema de Stokes para evaluar la integral de linea de la funcién vectorial F'(x,y, z) =
(—y3, 23, —23) alo largo de la interseccién del cilindro 22 4+ y? = 1 con el plano z +y+ 2 = 1,
orientada en el sentido positivo de su proyeccion sobre el plano z = 0.

3. Usa el teorema de Stokes para hallar
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donde F(z,y,2) = (y, —x,e™®) y S = {(a:,y,z) s yP 422 =9, 2> 1}.
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4. Utiliza el teorema de Stokes para hallar
I—j{(az—i-y)dx—i-(2x—z)dy+(y+z)dz
¥

donde 7 es el borde del tridngulo de vértices A(2,0,0), B(0,3,0) y C(0,0,6), con la orientacién
ABCA.
Campos conservativos en el espacio

Sea Q C R? un abierto convexo, y F' : © — R? un campo vectorial de clase C'. Entonces:

F es campo conservativo en 2 <= rotFF =0 en )

Ejemplo

Estudia si es conservativo el campo F(z,y,z) = (y, zcosyz + z, ycosyz). En caso afirmativo,
calcula una funcién potencial.

Ejercicios
1. Comprueba que se verifica el teorema de Stokes para la funcién F(z,y,z) = (z,z,y) y el
helicoide ®(r,0) = (rcosf,rsind, ), (r,0) € [0, 1] x [0, 27].

2. Calcula [/ gTot F'do en los siguientes casos:

(a) F(z,y,2) =yi—zj+ z2%y’k, y S la semiesfera 22 + y? + 22 =3, 2 < 0.
(b) F(z,y,2) =(y—z,z—z,0—y),y S={(z,y,2) : e* +y*+ 22 =1, z+y+2z>1}.

3. Usa el teorema de Stokes para calcular la integral de linea del campo vectorial F(z,y,z) =
(22,22y + x,2) a lo largo de la curva y = {(x,y, 2) a4+t =1,2= 2}.

4. Estudia si es conservativo el campo vectorial F(x,y,2) = (2zyz + sinz)i + 222j + z?yk. En
caso afirmativo, halla una funcién potencial y la integral de F sobre la curva v parametrizada
por a(t) = (cos® t,sin®¢,t%), 0 <t < 7.

Soluciones y/o sugerencias a los ejercicios:

1. Se calcula la integral del rotacional de F' sobre la superficie, y la integral de F' sobre su frontera.
En ambos casos, se obtiene el valor .
. —4m
2. (a) —6m; (b) 7
3. 7.
4. Es conservativo con funcién potencial: f(x,y,2) = #?yz — cosz + k, k € R. La integral es 0.



